: Capitolo 7 — Benefici della diversificazione
Andrea Beltratt

Obiettivi del capitolo:

Dimostrare che, quando si costruisce un portafoglio
con piu titoli rischiosi, minore e il coefficiente di
correlazione e migliore e il trade-off tra rendimento

inveStimenti atteso e rischio

finanziari

e Per un investitore avverso al rischio il migliore
trade-off possibile tra rendimento atteso e
volatilita e quello che max indice di Sharpe

e Graficamente, si individua il portafoglio che si trova
nel punto di tangenza tra la retta che emana
dall’asset risk-free e la curva che unisce i due titoli
rischiosi
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Rendimento atteso e rischio con due titoli rischiosi

Consideriamo due titoli, entrambi rischiosi. Il rendimento del portafoglio e:
Ty = WyTy + Wptg , Wy +wp =1
Quindi il rendimento atteso e:
Er, = wyEry + wgETp

La varianza (valore atteso del quadrato dello scarto dalla media) del
rendimento e:

O-lg — E(Tp — E?"p)z — E(WATA + WgTp — WAETA — WBETB)Z —
= E[waE(ry — Ery) + wgE (15 — E7p)]* =
= E[WiE(ry — Ery)? + WEE (rg — Er)* + 2wywgE (1y — Ery)(rg — E7p)]

2
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Rendimento atteso e rischio con due titoli rischiosi /2

La varianza (media del quadrato dello scarto dalla media) del rendimento é:
a2 = E(r, — Erp)z = E(wyry + wgrg — W ET, + WwgETg)? =
= EW4E(ry —14) + wgE (1 — Erp))* =
= E[WiE(ry — ETy)? + WiE(rg — E1g)? + 2wawgE(ry — ETy) (15 — E1p)] =

05 = wio; + W505 + 2w Wwpoyp

E la covarianza tra i due titoli rischiosi e: 6,5 = p4g0405

o A e - . . .
p.p = —22 &l coefficiente di correlazione, una misura della forza e della

0AOB
direzione della relazione lineare tra due variabili; p4g|—1; +1]
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Rendimento atteso e rischio con due titoli rischiosi / 3

o <. . . . . .
Pag = GA: e il coefficiente di correlazione, una misura della forza e della
AYB

direzione della relazione lineare tra due variabili; p4g|—1; +1]
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Fig. 6.3 - Alcuni possibili diagrammi e relativo coefficiente di correlazione.
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Rendimento atteso e rischio con due titoli rischiosi / 4

05 = W44 + WE05 + 2wawgoap /] 05 = Wios + WEOE + 2WaWR0 0P

_ |22 2 2
Op = \/ 404 + WEOg + 2WaWR0O40pPap

Determinare il rischio di un portafoglio descritto dai seguenti parametri: g, =
20%, 05 = 5%, w, = 30%, wg = 70% per differenti valori del coefficiente di
correlazione

pag = 0,5; g = \/0,320,22 +0,7% 0,052+ 2% 0,3%0,7+ 0,2+ 0,05+« 0,5 = 0,083
pPag = 0; 0p = \/0,320,22 +0,7% 0,052 + 2% 0,3 % 0,7 0,2 * 0,05 %« 0 = 0,069
Pap = 1; 0p = \/0,320,22 +0,7% 0,052 +2%0,3% 0,7+ 0,2 % 0,051 = 0,095

> La riduzione del coefficiente di correlazione consente di ridurre la volatilita
del portafoglio
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| benefici della diversificazione

05 = W40 + W50E + 2wawgoap /o) = wios + WEOE + 2WaWR00pP a5

_ |22 2 2
Op = \/ 404 + WEOg + 2WaWR0O40pPap

Con due titoli rischiosi e difficile, dal punto di vista del calcolo, individuare
una unica relazione tra rendimento atteso e volatilita. A meno che p,5=1.

0y = \/Wjaj + w202 + 2wywpo 0g = A/ (Wa04 + Wgog)2 = W,0, + Wgop
* Nel casoin cui pyp=1, la volatilita del portafoglio e pari alla media ponderata delle

volatilita dei due titoli rischiosi

* Qualsiasi pyp<1 fornisce una volatilita del portafoglio inferiore alla media ponderata
delle volatilita [Ricorda: Ia volatilitd diminuisce al diminuire di p4z]

» Acquistando due titoli (diversificazione) con bassa correlazione si puo ridurre la

volatitita -
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| benefici della diversificazione / 2

. Op-o
Da 0, = w0, + Wgag = wyo, + (1 — wy)ogotteniamo wy = ﬁ

E sostituendo in: Er, = wyEry + WgErg = wuEry + (1 — wy)Erg = Erg + Wy (Ery — ETp)

CTFy_

Avremo: En, = Erp + ﬁ(ErA — Erg)

Figura7.1 Rendimento atteso e rischio con due titoli rischiosi

VIR | fosbiomtbmmsmininpomassmmissosumscompepurs by g s o B 1 s
| ] I

» Questa € una retta nello spazio volatilita
/rendimento atteso di un portafoglio e S e
9,0%

generalizza I'equazione trovata nel caso di un i
asset risk-free F oo
E’ 6,0% |
5,0%

** Ad ogni punto corrisponde un portafoglio j e |

differente i ‘ J ‘ ; ‘
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** n.b. volatilita #0
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| benefici della diversificazione / 3

Con pup = —1, avremo 0 = (w04 — Wg0op)?* per cui o, = |Wy0, — Wpop

E’ possibile scegliere i pesi in modo da azzerare la volatilita, risolvendo:

OB
OptOpB

lwpo,4 — wgog| = 0 da cui otteniamo: wy =

Figuraz.2  Rendimento atteso e rischio quando correlazione = —1
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| benefici della diversificazione / 4

Figura7.3 Rendimento atteso e rischio Con un generico PAB
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Volatilita

20,0%

25,

Quando p45 = 1 non ci sono
benefici dalla diversificazione:

T Er, -1 0p

Per qualsiasi valore di pyp < 1
abbiamo benefici dalla
diversificazione

» Ad ogni livello di rendimento
atteso e associato un livello di
rischio inferiore a quello che
sihanelcasodipyg =1
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Asset risk-free e titoli rischiosi

Sappiamo che i portafogli che si
1 o% - | B | ottengono combinando un titolo
' : x | risk-free e un titolo rischioso si

trovano su una retta (CAL)

Figura7.4 Rendimento atteso e rischio con il risk-free

10,0%
Questo resta valido anche quando
dobbiamo combinare un titolo
risk-free con un portafoglio
costituito da titoli rischiosi

9.0% |
8,0% |- -

7,0% |
La retta individua le combinazioni
~ rischio — rendimento atteso che si
- hanno combinando in varie
proporzioni il titolo risk-free con
un portafoglio selezionato sulla
frontiera a varianza minima

6,0%
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5,0% | -

4,0%
0,0% 5,0% 0
0 10,0% 15,0% 20,0% 25,0%
Volatilita
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Asset risk-free e titoli rischiosi / 2

Ma il portafoglio «p» e la migliore

1 o% - | B | combinazione possibile dal punto
' : x | di vista del trade-off tra

rendimento atteso e volatilita?

Figura 7.4 Rendimento atteso e rischio con il risk-free

10,0%
o 90%| La migliore combinazione possibile
%’ 5 o0 e quella che massimizza il rapporto

I (O R o .

2 complessivo tra rendimento atteso
E 7.0%| e rischio
2
& 6,0%

5,0% | -

4,0%
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Asset risk-free e titoli rischiosi / 3

La migliore combinazione possibile é quella che

Figura 7.5 La Capital Allocation Lj . . .
; ocation Line nel caso generale massimizza il rapporto complessivo tra
0% oo oo rendimento atteso e rischio
oo ; | | - |l «portafoglio di tangenza» & quello che
’ I et R et i THE. W ‘ . . .
, 7 S T - e combinato con un titolo risk-free
g B S e atibe s . L massimizza il rapporto rischio e
) R R T I o A i )
*‘5 80% | - ____ YA ~ - rendimento atteso
£ | P e . L : L
R ) S o A \ La combinazione migliore dei due titoli
E | ' rischiosi & stata individuata solo sull
& 60%f----- '@%Portaf‘oglioditangenza{'-——-_§~ >¢ O.S ©> a ° . u.a ° SO © >ulld
" . 1 B A PR base di considerazioni di efficienza
B0 | 5= - i ._qut_afpg_lllo_a varianza mfnima_ o ,'
} f | I B DL L'avversione al rischio non gioca alcun
4,0% ' ' ‘ '
0,0% 5,0% 10,0% 1507* ruolo
e 25,0%

Volatilita
Un investitore avverso al rischio scegliera un portafoglio che si trovera sulla retta che si ottiene

combinando titolo risk-free e «portafoglio di tangenza»
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Asset risk-free e titoli rischiosi / 4

Figura 7.5 La Capital Allocation Line nel caso generale
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Il «portafoglio di tangenza» si trova

Erp—rf

con max,, —-
Op

guote dei titoli in modo da max

indice di Sharpe

cioe scegliendo

Se le quote dei titoli sono scelte per
min la varianza complessiva del
portafoglio minwag individuiamo il
«portafoglio a varianza minima»

0% — cov(oy, 0p)
W —
GMV,B Gj 4+ 05 — 2cov(ay, 0p)

Dove wg )y g indica il peso del titolo B
nel portafoglio a varianza minima, che
non e influenzato da rendimento atteso
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Asset risk-free e titoli rischiosi / 5

Figura 7.6 La Capital Allocation Line senza leva finanziaria
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Usando la leva finanziaria ci si puo
indebitare per aumentare il
rendimento atteso (e il rischio) del
portafoglio

Se la leva finanziaria non e
consentita, I'insieme delle
opportunita di investimento e dato
dalla retta e dalla curva che unisce i
titoli rischiosi
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